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Resume 

L'objectif de cet article est d'etudier la notion d'amibe au sens de 
Favorov pour les systemes finis de sommes d'exponentielles a frequences 
reelles et de montrer que, sous des hypotheses de genericite sur les 
frequences, le complementaire de l'amibe d'un systeme de (k + 1) 
sommes d'exponentielles a frequences reelles est un sous-ensemble k- 
convexe au sens d'Henriques. 

MSC : Primary 32A60; Secondary 42A75, 55.99 



1 Introduction et enonce du resultat principal. 

Soit P C Cluf 1 , . . . fU^ 1 ] un systeme fini de polynomes de Laurent en 
n variables et V(P) son ensemble de zeros dans le tore (C*) n ; si Log est 
l'application de (C*) n dans M. n definie par 

Log(u) := (log|ui|,...,log|u n |), uG (C*) n , 

l'amibe Ap de P est l'image de V(P) par l'application Log, soit 

A P := LogV(P). 

La notion d'amibe pour un seul polynome de Laurent a ete introduite par 
Gelfand, Kapranov et Zelevinsky dans [S] ou Ton trouve exposees ses pro- 
prietes fondamentales. Des etudes plus raffinees et des generalisations di- 
verses de cette notion ont ete faites par d'autres, parmi eux Forsberg, Pas- 
sare, Rullgard, Tsikh (dont les travaux [HJ, [1], JH]) |H]} |H] etudient les 
relations entre l'amibe A p d'un polynome de Laurent p, son polytope de 
Newton T p et les developpements de Laurent de la fonction rationnelle 1/p) 
ou encore Mikhalkin (qui donne dans [0] et ^0] des applications et des 
generalisations de la notion d'amibe a la geometrie des courbes reelles et 
tropicales). En particulier, dans [H] on trouve la preuve du fait suivant : 

Proposition 1.1 (pp) le complementaire Ap de l'amibe d'un (seul) polynome 
de Laurent p n'a q'un nombre fini de composantes connexes et chacune de 
ces composantes est convexe. 
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La Pr op osition 1 1 , 1 1 cesse d'etre vraie si Ton passe a un systeme P de polynomes 
de Laurent. En particulier les composantes connexes de Ap ne sont plus en 
general des ensembles convexes ; cependant, Henriques (Hj a observe que Ap 
verifie une propriete plus faible qui s'exprime en des termes homologiques 
de la maniere suivante. 

Definition 1.1 (|6j) Soit k £ N, S C W 1 un (k + l)-sous-espace affine 
oriente et Y C S un sous- ensemble. Une classe d'homologie (singuliere) 
reduite dans H k {Y, Z) est dite non negative si, pour tout point x € S\Y , son 
image (sous le morphisme induit par Vinclusion) dans Hk(S\{x},Z) ~ Z est 
non negative. Le sous-ensemble des classes non negatives du groupe H k (Y, Z) 
est note H+(Y,Z). 

Un sous-ensemble X C W 1 est dit fc-convexe si pour tout (k + l)-sous- 
espace affine oriente S C W 1 , la classe nulle est la seule classe non negative 
de H)~(S n X, Z) qui appartient au noyau du morphisme 

H k (SnX,Z)^H k (X,Z) 

induit par Vinclusion. 

Theoreme 1.1 ([6j) Soit P C C^ 1 * 11 , . . . , z ±l ] un systeme de polynomes 
de Laurent tel que V(P) C (C*) n a codimension (k + 1). Alors, Ap est un 
sous-ensemble k-convexe. 

Cet enonce peut se lire comme un resultat d'injectivite partielle du mor- 
phisme 

L ktS :H k (SnA e p,Z)^H k {A c P ,Z) 

pour chaque (k + l)-sous-espace affine oriente S C M n . Si k = 0, les mor- 
phismes to,S correspondant sont effectivement tous injectifs (et dans ce cas 
le Theoreme 11.11 se reduit a la Proposition II .lj) . par contre, des que k > 0, 
les morphismes if^s n e le sont plus que dans un sens conjectural, (voir [TU]). 

Les travaux de Ronkin et Favor ov autour des amibes soulevent des ques- 
tions nouvelles et tout particulierement interessantes dans l'etude des cer- 
tains sous-ensembles analytiques globaux de C n . En fait, les articles [12\ et 
[2] adaptent la notion d'amibe au cadre des fonctions holomorphes presque 
periodiques defmies dans les domaines de C n du type := R n +zO , £1 etant 
un ouvert de M. n . II s'agit de la classe AP(Tq) des fonctions g £ 0(Tq) telles 
que l'ensemble {g(z + 1) E 0(Tq) \ t E M. n } est relativement compacte dans 
la topologie t(Tq) induite sur 0(Tq) par la convergence uniforme sur les 
sous-domaines du type Tp>, avec D <s Q. 

Definition 1.2 Soit C M. n un ouvert non vide. L'amibe d'un systeme 
fini G C AP{Tq) est le sous-ensemble de W 1 donne par 

A G := Im V(G) , 
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ou V(G) denote I 'ensemble de zeros de G dans Tq et Im : Th — > f2 est 
V 'application de prise de partie imaginaire sur chaque coordonnee. 

Dans Favorov [2] on trouve la Definition 11.21 dans le cas d'un systeme reduit 
a une seule fonction et afin d'eviter toute ambigui'te entre les notations Ap 
et Aq, on va dorenavant indiquer les amibes au sens de Favorov (soit au 
sens de la Definition II, 2j) par le symbole Tg- 

Un cas bien particulier (mais neanmoins tres important 1 ) de fonctions 
de AP(T^n) = AP(C n ) est celui des sommes d'exponentielles a frequences 
imaginaires pures, soit les fonctions de la forme 

g(z) = Y J Cxe^ = Y J Cxe^ (1) 

AeA AeA 

ou z € C n , A C M n est un ensemble fini et c\ G C* pour tout A € A (les 
vecteurs — iX G iW 1 etant les frequences de g). Toutefois, dans cet article 
on va plutot travailler avec les systemes finis de sommes d'exponentielles a 
frequences reelles, soit les systemes finis de fonctions du type 

/0) = g(-iz) , 

ou g est de la forme (1) ci-dessus, done pour un tel systeme on va dorenavant 
assumer la definition suivante. 

Definition 1.3 Soit F un systeme de sommes d'exponentielles a frequences 
reelles. L'amibe au sens de Favorov de F est V ensemble 

T F := Re V(F) , 

ou V{F) denote I'ensemble de zeros de F dans C n et Re : C n — » M. n est 
V application de prise de partie reelle sur chaque coordonnee. 

Comme remarque dans ou [2], si g € AP(Tq), puisqu'elle est holo- 
morphe, chaque composante connexe de I'ensemble J-g^Vt est aussi convexe. 
En outre, si g (resp. /) est une somme d'exponentielles a frequences imag- 
inaires pures (resp. reelles), I'ensemble W 1 \ Im V(g), (resp. M n \ Re V{f)) 
n'a qu'un nombre fini de composantes connexes convexes, done la Proposi- 
tion se traduit mot a mot au cadre des amibes des sommes d'exponen- 
tielles a frequences imaginaires pures (resp. reelles). 

Si Ton passe aux systemes finis des fonctions de AP{Tq), la structure des 
amibes devient considerablement plus compliquee. Cependant, dans le cadre 
des systemes finis de sommes d'exponentielles a frequences reelles (resp. 
imaginaires pures), la theorie developpee par Kazarnovskii J] permet, d'une 

1 Un resultat profond de la theorie des fonctions holomorphes presque periodiques (le 
theoreme d'approximation de Bochner-Fejer) assure que toute fonction g £ AP(Tn) est 
la limite dans la topologie t(Tq) d'une suite convergeante de sommes d'exponentielles a 
frequences imaginaires pures. 
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part, de mieux comprendre la structure des amibes au sens de Favor ov as- 
sociees a ces systemes et, d'autre part, d'adapter au meme cadre le resultat 
d'Henriques [§]. Pour enoncer notre resultat on a besoin de quelques nota- 
tions qui seront detaillees dans les sections suivantes. 

Si F est un systeme fini de sommes d'exponentielles a frequences reelles, 
on associe a F une famille {F x } x de systemes "perturbes" du systeme F, 
l'indice \ parcourant un certain groupe de caracteres associe a F . On intro- 
duit ainsi une nouvelle notion d'amibe en posant 

y F := |J Re V(F X ) 

x 

et l'on obtient le resultat suivant (voir Theoreme 3.1 et Theoreme 5.1 re- 
spectivement). 

Resultat. Soit F un systeme constitue par {k + 1) sommes d'exponentielles 
a frequences reelles generiques, alors 

(«) 

y F = r n \J V(F X ) = Re V(F) , 

x 

en particulier l'amibe y F coincide avec l'amibe J-p au sens de Favorov ; 
(b) le complementaire T F de l'amibe de F est k-convexe dans M n . 

La partie (a) fournit un expression plus concrete de l'adherence de l'ensem- 
ble Re V(F) et elle implique, entre autres, que 

Re V(F) = Re V(F X ) , 

pour tout x ■ La partie (b) constitue le pendant du Theoreme 11.11 dans le 
cadre exponentiel. Les preuves de (a) et de (b) utilisent la technique de 
perturbation par caracteres introduite depuis longtemps par A. Yger dans 
les travaux ^S] et ^S] (puis utilises par C. Berenstein et A. Yger) pour 
montrer que certains systemes d'equations de convolution possedaient la 
propriete de la synthese spectrale. En ce sens, la presentation de l'amibe 
de Favorov donnee dans (a) pourrait s'averer interessante du point de vue 
des questions de petits denominateurs inherentes aux systemes a frequences 
reelles non commensurables. 

2 Sommes d'exponentielles : definitions et nota- 
tions 

Dans cette section on rappelle toutes les notions et tous les resultats 
autour des sommes d'exponentielles utiles dans la suite. 
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Soit n G N* fixe et 0(C n ) la C-algebre des fonctions holomorphes sur C™. 
Une somme d'exponentielles sur C n est un element de la sous-algebre S n 
de 0(C n ) engendree, en tant que sous-espace vectoriel complexe, par les 
fonctions de la forme e^ z,x \ ou A G C™. S* denote l'ensemble des sommes 
d'exponentielles non nulles. 

Si / € S*, le spectre de / est le plus petit sous-ensemble Af de C n tel 
que / appartient au sous-espace vectoriel de S n engendre par l'ensemble des 
monomes exponentiels {e^ 2 ' A ^ | A G Af}, (il s'agit d'un ensemble bien defini 
puisque la famille {e^ 2 ' A ^}AeC n est une base de S n sur C), les frequences de / 
sont les elements de son spectre Af. Le polytope de Newton de / G S* est 
Penveloppe convexe 

T f := conv A f C C n 

de son spectre Af. A toute / G S* on associe la fonction reelle kf donnee, 
pour z £ C n , par 

k f (z) := sup e Rc < 2 ' A) ; 
xeA f 

la fonction kf n'est rien d'autre que l'exponentielle de la fonction de support 
du polytope de Newton de /, calculee par rapport au produit scalaire Re ( , ) 
sur C n . 

Dans cet article on utilisera des sous-algebres de S n , a savoir les sous- 
algebres du type <S ni c constituees par les sommes d'exponentielles a fre- 
quences dans un sous-groupe additif G de C™, souvent G sera Z n ,Q n ,M n 
ou iW 1 , on parlera ainsi de sommes d'exponentielles a frequences entieres, 
rationnelles, reelles ou imaginaires pures ; on note que pour tout G, on 

Un systeme de sommes d'exponentielles (en abrege SSE) est un sous-en- 
semble non vide et fini F de <S*. Pour un tel systeme F on pose 

r> : = E r / 

(la somme au deuxieme membre etant prise au sens de Minkowski). L' en- 
semble des spectres de F est l'ensemble {Af \ f £ F} et les frequences de F 
sont les elements de l'union des spectres des / G F ; F est dit a frequences 
entieres, rationnelles, reelles ou imaginaires pures si chaque / G F l'est. On 
note, respectivement, E^, vectQE^ et vect]gSir le sous-groupe additif, le Q- 
sous-espace vectoriel et le M-sous-espace vectoriel de C n engendres par les 
frequences de F. 

Si G C C" est un sous-groupe additif qui contient les frequences de F, 
pour tout homomorphisme % de groupes abeliens, du groupe additif G a 
valeurs dans le groupe multiplicatif S 1 des nombres complexes de module 
egale a 1, x G Ch G := Hom^(G, S 1 ), on introduit le SSE 

F x :={f x eS* n \feF}, 
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ou, pour tout / G F, on a pose 



/ x (z) := ]T c AX (A)e< 



On observe que le groupe abelien S 1 est divisible, done il est un objet injectif 
dans la categorie des groupes abeliens (voir pQ), ce qui est equivalent a la 
surjectivite de l'homomorphisme de restriction 

p : Ch G — > Ch Ef . 

On en deduit que l'ensemble {F x C S* \ x £ Ch G} ne depende que de F, 
quel que soit le sous-groupe additif G de C n contenant les frequences de F. 

A tout SSE F on associe la fonction reelle bornee K[F] donnee, pour 
tout z € C n , par 



et a toute face A = ^2 f e p Aj de IV on associe le SSE 

F A := {f A eS*\fEF}, 
appele A-trace de F, obtenu en posant, pour / G F, 

/*(*):= £ c A e^>. 

Si A est une face d'un polytope T C C n , on note affc A le sous-espace 
affine complexe de C n engendre par A. 

Les notations que Ton vient de preciser, permettent de reprendre cer- 
taines notions introduites par Kazarnovskri [7j. 

Definition 2.1 (|7j) Un SSE F est dit regulier s'il existe e > tel que, 
pour chaque A =^ Tp avec dimc(aff<c A) < card F , on a K[F A ] ^ e. 

Theoreme 2.1 (|7j) Soit F un SSE regulier, alors l'ensemble V(F), des 
zeros de F dans C n , est non vide si et seulement si dime ( affc IV) ^ card F 
et dans ce cas sa codimension est egale a card F . □ 

Definition 2.2 (|7J) L'ensemble des spectres d'un SSE F est dit ferme si 
pour toute face A = X^/gf Af ^ e telle que dimc(affc A) < card F, il 
existe f dans F pour lequel A f soit reduit a un point. 

Proposition 2.1 (|7j) Un SSE dont l'ensemble des spectres est ferme est 
un SSE regulier. □ 
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La condition de la Definition 12.21 ne regarde que les spectres du systeme 
(ou meme juste les sommets des polytopes Ff, f G F), done si Ton fixe 
un nombre r < n de spectres dans C n (resp. dans M. n ) ainsi qu'un r- 
uplet (£i,...,£ r ) € N r , on peut montrer que Pensemble des spectres d'un 
SSE constitue par r sommes d'exponentielles dont les spectres comportent 
respectivement £i,...,£ r frequences, est generiquement ferme. On en deduit 
que, si F est un SSE dont Pensemble des spectres est ferme, alors, pour 
tout x ^ Ch Ep, il en est de meme ainsi de F x ; en particulier, si V(F) ^ 
(soit si dimc(affc F F ) ^ card F) alors V(F X ) ^ et 

codim V{F) = card F = card F x = codim V(F X ) , 

pour tout x S Ch Ep. 

3 Amibes : definition et premieres proprietes. 

Suite a une idee d' Alain Yger ^5], ^g\, on propose ici une nouvelle 
definition d'amibe pour les systemes finis de sommes d'exponentielles a 
frequences reelles. 2 On verra en suite sous quelles conditions cette notion 
d'amibe coincide avec celle due a Favorov. 

Definition 3.1 Soit F un SSE a frequences reelles, G C C" un sous-groupe 
contenant les frequences de F. On appelle amibe de F le sous- ensemble yp 
de 1" defini par 

y F := |J Re V(F X ) . 
xech G 

L'amibe yp est bien definie car Pensemble {F x C S* Rn | x € Ch G} utilise 
dans sa definition est independant du choix du sous-groupe additif G C C" 
parmi ceux qui contiennent les frequences de F. Ceci nous autorise entre 
autre a representer l'amibe y F a l'aide du groupe G qui nous convient le 
plus. On remarque aussi que si x S G alors F et F x ont les memes frequences 
et done les memes amibes : y F = y Fx . 

Proposition 3.1 Soit F un SSE a frequences reelles, alors 

(0 

y F = R n n \J v(F x ) , 

XGCh H F 

(ii) y F est un sous-ensemble ferme dans M. n . 

2 Cette notion d'amibe pourrait s'adapter au cas plus general des systemes finis de 
fonctions holomorphes presque periodiques dans les domaines tubulaires de C™. 
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Demonstration. (£) Soit r le rang 3 de Hp et {uji, . . . ,ui r } un systeme de 
generateurs libres de Hp, alors, pour tout / G F, on a l'expression 

f(z)= ^2 o,fk (V^ 1,Im ^1 " ' (V^ v ' Im 2 >^ fcr e ( fc i aJ i+---+ fc '- aJ ^ R e z) 

ou .A/ C 27 est un sous-ensemble fini et aj^ G C* pour tout G Ay. 
Si £ G ^F; il existe un x G Ch Hp et un rj G K n tels que / x (£ + iry) = 0, 
pour tout f € F. Par consequent, si pour tout 1 < j < r, 0j designe la 
determination principale de 1' argument de xi^j) on a 



fceA 



pour tout / G F done, si x' denote le caractere de Hp donne, pour 1 < j < r, 
par xVj) = e 4 ^'^) , on aura f xx >(0 = f x {£ + irj) = 0, pour tout / G F, 
soit £ G y(-Fvv')- L'autre inclusion est triviale. 

(ii) Si (^) g eN C yF est une suite convergeante vers £ G M n , pour tout 
indice g G N, il existe, grace a (i), un x<j G Ch Hp tel que, f Xq (£ q ) = , pour 
tout f £ F. En vertu de la compacite de Ch Hp, la suite (Xq)qeN C Ch Hp 
admet une sous-suite (x 9m )meN qui converge vers un caractere x S Ch Hp, 
done 

pour tout f E F, soit £ G 3^F- D 



Remarque 3.1 Si F est un SSE a frequences reelles, on a evidemment 

U ^ et yc F= n 

X6Ch ~ F xeCh ~ F 

ainsi que les inclusions Re V(.F X ) C .Ff C y F , en general strictes et 
valables pour tout x € Ch Hp. 

On va maintenant s'interesser plus en detail aux rapports entre la notion 
d'amibe que l'on vient de definir et celle due a Favorov. Le Theoreme 13,21 
fait le lien entre les deux notions mais sa preuve utilise une version multidi- 
mensionnelle d'un theoreme dit d 'Approximation de Kronecker (deja utilisee 
par Ronkin |12j ^ dont on prefere ajouter ici une demonstration. On montre 
d'abord un lemme. 

Lemme 3.1 Soit H C W un sous-groupe (additif) ferme. Alors H = W 
ou bien il existe une forme M-lineaire ip ^ sur W telle que ip(H) C Z. 

^Puisque le groupe additif R" n'a pas de torsion, ses sous-groupes de type fini sont 
libres. 
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Demonstration. Si r = 1 le lemme est une simple consequence du fait 
bien connu qu'un sous-groupe additif de R est soit dense soit discret. Par 
recurrence, on suppose que le lemme soit vrai dans M s , pour tout s < r. Or, 
si H 7^ W, il existe un sous-espace lineaire S C W, avec < dimS 1 < r, 
tel que l'image de H, sous la projection orthogonale its '■ ^ r —* S, con- 
stitue un sous-groupe discret de S. Puisque tts(H) est discret dans S, il 
existe par hypothese de recurrence une forme R-lineaire ips ^ sur S telle 
que ipsi^siH)) Q Z. La forme IR-lineaire ip := ips ° verifie le lemme 
pour H C W. □ 

Theoreme 3.1 Soient ui, ... ,u r £ W 1 vecteurs lineairement independants 
sur Z. Alors le sous-groupe additif 

G := {x G R r | xj = (t, ojj) + pj ou t € W 1 , pj € Z et j = 1, . . . , r} 

es£ dense 4 dans W . 

Demonstration. Soit H l'adherence de G. H est aussi un sous-groupe et on 
va montrer que H = M m . Si, par l'absurde, H C W , le Lemme 13. II implique 
qu'il existe une forme R- lineaire tp ^ sur M 7, telle que ^ Z pour 

tout x £ H et done d fortiori pour tout x £ G. En evaluant ^ sur un point p 
de Z r C G on trouve 

VKp) = QiPi H 1" 9rPr , 

pour certains gi, . . . , g r G Z non tous nuls, d'autre part en Pevaluant sur un 
point du type 

Xt = ({t, uji), . . . , (t,u r )) G G, 
ou t G M™ est arbitraire, on obtient 

i>(x t ) = qi(t,uji) -\ h q r (t,u r ) = (t,q\uj\ H h g r w r ) G Z 

pour tout t G M n , ce qui est possible si et seulement si 

qiu)i -\ h q r oj r = , 

d'ou la contradiction. □ 

Les preuves du Lemme et du Theoreme \'A.l\ ont ete obtenues en 
modifiant celles que Ton trouve dans |S]. 

4 On observe que des conditions diophantiennes portant sur les u)\, . . . , u) r "freinent" la 
vitesse de l'approximation du point courant de E r par des points de G. 
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Theoreme 3.2 Soit F = {/i, . . . , / s } C <S* R „ , s n, tel que V(F X ) = 
pour tout x G Ch E.p, ou Men tel que codim V(F X ) = s pour tout x G Ch Sp. 
Alors 

y F = Re V(F) = J-p . 

Demonstration. Si V{F X ) est vide pour tout % G Ch H_p, le theoreme est 
vrai trivialement. Soit done codim V(F X ) = s, (en particulier V(F X ) ^ 0), 
pour tout x £ Ch H_p. L'inclusion yp D Re V(F) est evidente, on doit done 
montrer que Re V(.F X ) C Re V(F), pour tout % G Ch Sjr. On suppose, par 
l'absurde, qu'il existe un x G Ch et un point x G M n fl ^(F x ) qui n'est 
pas adherent a Re V(F). Cela signifie qu'il existe un e > tel et que la 
bande 

D := {z G C n I Hz - Re «]| < e} 

ne contient pas de zeros de F. Si {wi, . . . , w r } est un systeme de generateurs 
libres du groupe Ep et, pour 1 < t < r, 0£ est la determination principale 
de l'argument de X&e), on a l es expressions suivantes pour tout 1 ^ j ^ s, 



et 

fj x (z) = a ijfe^e i ^ 1+ ^ a ' 1 ' lln Z ^ - 1 - ■ ^ e i ( e ''+< w ''' Im • 2 >)^ fcr e ( fc i^iH hfc r w r ,Re z) 

fee A,- 

ou A,- est un sous-ensemble fini de 27 et a,j & G C* pour tout k G Aj. 
Le Theoreme 13.11 impliaue qu'il existe une suite (t m ) C W 1 telle que, pour 
tout 1 < I < r, on ait 

lim (u>e,t m ) = Og mod. 27rZ , 

m— >+oo 

ce qui fait que, pour tout 1 < j ^ s et tout z G C™, 

lim fj(z + it m ) = fj x (z). 

m — >+oo 

Pour tout m G N, tout 1 ^ j ^ s et tout z G C n , on pose 

9j,m( z ) '■= fj(z + it m ), 

done limm^+oo g j>m = f jtX , ce qui fait que le systeme G m = {gi, m , ■■■ , g S) m} 
"tend 5 " vers F x si m tend vers l'infini. Or, puisque V(F) n D = 0, on 
a aussi V[G m ) (1 D = 0, pour tout m G N, mais comme par construc- 
tion codim V{G m ) = s = codim V^(F X ) pour tout m G N, la version plusieurs 
variables du theoreme de Rouche fait que V{F X ) (1 D = aussi. Ceci est 
absurde car par hypothese x G V(F X ) fl D. □ 

5 L'idee d'approcher les fj >x par des translatees des fj a l'aide du Theoreme l.'-i.ll a ete 
deja exploitee par Ronkin dans |12| . 
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Corollaire 3.1 Soit F = {ft, . . . , f s } C S* Rn , s ^ n, tel que V(F X ) = 
pour tout x £ Ch Ep, ou bien tel que codim V(F X ) = s pour tout x € Ch Ep. 
Alors 

Re V(F) = Re V(F X ) , 

pour tout x G Ch 3_p. 

Demonstration. Pour tout x G Ch le systeme i 7 ^ verifie les memes 
hypotheses que F done le Theoreme 13.21 fait qu'on ait aussi 



y Fx = Re V(F X ) = , 



d'autre part y F = y Fx , done Re V(F) = Re V(F X ) . □ 

Corollaire 3.2 Soit F C itn SSE dont V ensemble des spectres est 

ferme, alors 

y F = Re V(F) = J- F . 

Demonstration. II suffit de remarquer qu'a cause de la Proposition 12.11 
pour tout caractere x £ Ch Ep, le systeme F x est regulier. Or pour le 
Theoreme 12.11 on n'a plus que deux possibilites, ou bien V{F X ) = pour 
tout x ^ Ch Ep, ou bien codim V(F X ) = card F pour tout x G Ch Hp. □ 



Corollaire 3.3 Soit f £ «S* jR », a/ors = Re V(/) = Tj. 

Demonstration. L'ensemble des spectres d'un SSE constitue par une seule 
somme d'exponentielles est toujours ferme. □ 

Le lemme qui suit concerne le comportement des amibes sous Taction 
d'un automorphisme C-lineaire de C n qui preserve M. n , si ip est un tel auto- 
morphisme et F un SSE a frequences reelles, on pose 

Fo^ : ={/o^5; r |/eF}. 

Lemme 3.2 Soit F un SSE d frequences reelles et ip : C n — > C n un 
isomorphisme C-lineaire tel que ip(W n ) = W 1 . Alors : 



Re 



V(Fo<p) =Re ip~ (V(F)) =<p- 1 (ReV(F)) 



(ii) 

y F = ip a (y Fo(pa ) , 

ou p a denote I 'adjoint de <p par rapport a la forme hermitienne standard 
sur C n . 
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Demonstration, (i) La premiere egalite est evidente. Si x E Re ip~ 1 (V(F)) 
et z = x + iy E ip~ 1 (V(F)), on a </?(z) = (^(x) + i<p(y) d'ou Re (^(z) = <p(x), 
soit x G ip~ 1 (Re V(F)). D'autre part, si x E 99 _1 (Re V(F)), il existe un 
point C € V{F) tel que Re C = 9?(x) et comme ip est inversible, on a 

x = ^(Re (0) = Re ^(C) G Re </? _1 (F(.F)) . 
(ii) Soit f € F, f(z) := X^AeA/ ca^ z,A \ alors, pour tout A E Af on a 

(^(z), A) = (\,<p»(z)) = (<p(\),z) = (z, 99(A)) , 

d'ou 

fo<p*{z)= c ^)e {zMX)) 
<p(\)e<p(A f ) 

et 

Ch E Foip a = { X o ^\ Ef) I X € Ch E F } . 
Ceci fait que, pour tout / E F et tout % E Ch Sp, on ait 

ainsi on en deduit 

Re F(F X o </) = Re ^((F o <^) XO( ,-i) 

et, grace a (z) 

Re V{F X ) = ^(Re ^((F o y a ) XOip -,)) , 
d'ou la conclusion en prenant l'union sur x £ Ch 5p. □ 

Lemme 3.3 Soit F un SSE a frequences reelles tel que le rang de Ep soit 
egale a dimjf^vectRHi?). Alors on a V egalite 

y F = Re V(F) . 

Demonstration. On suppose d'abord que, pour tout / E F, Aj C Z™ et 
que Ep est de la forme 

E F = {(mi, . . . ,m s ,0, ...,0)eK" mi, . . . ,m s E Z} , 

ou s G {1, . . . , n} denote le rang de Ep. Dans ce cas, pour determiner l'amibe 
de F on peut utiliser les caracteres du groupe Z n ; done si x G Ch Z ra est 
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le caractere associe au n-uplet (e ldl , . . . , e l9n ) , ou (6i,...,6 B ) el", / G F 
et A G A^, pour tout 2 G C n , on a 



X(A)e^ 2 '^ = e^" 11 ^ 1 "' Hn a s ) e zimiH h2 s m 3 

3 (zi+i6>i)r 
D <z+i(9,A) 



e (zi+i6i)miA \-(z r +i6 s )m a 



= e x 

done f x (z) = f(z + i9). On en tire que, pour tout \ £ Ch Z n , 2 G V^i 7 ^) s * 
et seulement si z + i6 G ^(i 7 ), d'ou Re V{F X ) = Re ^(i 7 ) et pour le choix 
arbitraire de x 6 Ch Z n , on deduit que 3^ = Re V(F). 

On passe maintenant au cas general. Supposons que le rang s de Hp soit 
egal a dimR(vectRHp) et soit {u>i, . . . ,uj s } un systeme libre de generateurs 
de 3p . Les elements oj\ . . . , oj s sont lineairement independants sur R car 
autrement le sous-espace vectoriel de W 1 qu'ils engendrent, a savoir le sous- 
espace ved^S^, aurait dimension plus petite que s. Ceci nous permet de 
completer le systeme . . . ,u s } en une base {uii, . . . , u a ,u} s +i, ■ ■ ■ ,u n } 
de R n . Soit A la matrice donnee par 



A 



^11 ' ' ' &nl 



alors, si B est l'inverse de A et (p l'automorphisme C-lineaire de C n repre- 
sente dans les bases canoniques par la matrice B, on voit que ip(M. n ) = R n , 
et qu'a moins d'une permutation impaire des premieres s colonnes de A on 
peut supposer det <p > 0. Ceci implique l'egalite 

(p(E F ) = {(mi, ... , m s , 0, . . . , 0) G 1" | mi,...,m s eZ}; 

done, avec les notations du Lemme 13.21 la premiere partie de la demonstra- 
tion nous assure que 

y Fov = Re V(F o <p) , 
et un recours au Lemme 13.21 nous donne 

y F = ^(3W = v(Re V(F o ,p)) = ^-\Re V(F))) = Re V(F) , 

ce qui acheve la preuve. □ 



Corollaire 3.4 Si F est un SSE d frequences rationnelles alors 

y F = Re V(F) . 

Demonstration. Au vu de Lemme 13.31 il suffit de verifier que le rang s 
de Ep est egal a dimK(vectKHir) . Pour cela, soit {wi, . . . ,u s } C Q n un 



13 



systeme libre de generateurs de Ep. On a s < n ; en effet, si j G {1, ... , s} 



^3 — \ i • • • j I ) 

avec pji, . . . ,pj n € Z et ^ji, . . . , <7j n G Z*, alors, en posant 

H := PPMc{g ife G Z | j G {1, . . . , s} , k G {1, . . . , n}} ; 

on voit que \i ^ 0, done est isomorphe a /jSj et comme /iHp C Z", 
on en tire que s ^ n. De plus, cji, . . . , u s sont Q-lineairement independants 
car en multipliant une eventuelle relation de dependance lineaire sur Q par 
le plus petit multiple commun des denominateurs des coefficients de la re- 
lation, on obtient une relation sur Z, ce qui est contraire au fait que les 
elements ui,...,u a definissent une famille libre sur Z. Par consequent, on 
peut completer {ui, . . . ,ui s } en une base {u>i, . . . ,u s ,u} s +i, ■ ■ ■ ,w n } de Q n . 
Comme dans la demonstration du Lemme f3.31 soit A la matrice donnee par 



alors, si B est l'inverse de A et (p l'automorphisme C-lineaire de C n repre- 
sente dans les bases canoniques par la matrice B, on a que ^(Q") = Q n et, 
a moins d'une permutation impaire des premieres s colonnes de A, on peut 
supposer det ip > 0. Ceci implique l'egalite 

ip(vectqE F ) = {(mi, . . . ,m s ,0, . .. ,0) G M n | mi, ... ,m s G Q} , 
ou vectQHj? denote le Q-sous-espace vectoriel de Q n engendre par 3_p, d'ou 

dim K (vect K H F ) = dim] R (99(vectiRH j p)) = dim (Q (( / 9(vectQH j p)) = s, 
ce qui conclut la preuve. □ 

Remarque 3.2 Le Corollaire 13.41 a comme consequence le fait que notre 
notion d'amibe pour un systeme de sommes d'exponentielles generalise la 
notion classique d'amibe. En fait si P = {pi,...,p r } C Cfxf 1 , . . . , x^ 1 ] 
est un systeme de polynomes de Laurent non nuls, V(P) son ensemble des 
zeros dans le tore (C*) n et Ap := LnV(P) son amibe au sens classique, la 
substitution Xj = e z i , pour j = 1, . . . ,n, transforme P en le SSE a frequences 
entieres F := {/i, . . . , f r } C S* z „, ou, pour l^k^retzG C", on pose 



f k {z) := Pk (e z \...,e z "). 
Comme, pour tout j = 1, . . . , n, In \xj\ = In \e z i \ = Re Zj , on en deduit que 

a p = y F = t f ■ 



et 
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Exemple 3.1 Soit 7 G R \ Q et / G <S* K donnee, pour z G C, par 

f(z) = cos(iz) + sin(z7z) — 2 

= ^(e- z + e^) + l(e-^-e^)-2. 

L'ensemble Re V(f) n'est pas ferme dans K done Re V(/) C En effet, 
si z est imaginaire pur, f(z) = si et seulement si cosiz = 1 et sin^z) = 1, 
soit si et seulement si 

iz G 2 vrZ n ((vr/2 7 ) + (2ir/j)z) = , 

en particulier ^ Re V(f). D'autre part, si \ G Ch Ef est tel que %(1) = 1 
e t x(t) = — *j on a bien 

f x (z) = cos(iz) + cos(z7z) — 2 , 

d'ou / x (0) = et done G ^/ = Re V(f). 6 Puisque le rang du groupe 
est egale a 2 on voit que le Lemme l3~3l est en general faux si le rang de Hp 
est plus grand que diniK(vect]R Hp). 

Exemple 3.2 Soit 7GM\Qet/G5j f ]K donnee, pour z G C, par 

/(z) = (e 2 -l)(e^-e^), 

alors Re V(f) = {0, 1} = ^/ malgre les hypotheses du Lemme EUfl ne soient 
pas satisfaites. La condition enoncee dans le Lemme 13.31 est done suffisante 
mais pas necessaire pour qu'on ait Jfy = Re V(f). 

Exemple 3.3 Soit 7 G R \ Q et F = {/, g} C 5* R , ou / et g sont donnees, 
pour z G C, par 

/(z) = cos(iz) + sin(i7z) — 2 et g(z) = e z — 1 . 

II s'agit d'un systeme qui n'a pas de solutions (car / n'a pas de zeros imag- 
inaires purs alors que g n'a que de tels zeros), done Re V(F) = 0. D'autre 
part yp j£ car G V(F X ), ou x designe le caractere tel que x(l) = 1 
et x(l) = ~i- Done il existe bien de systemes F C S* Rn qui n'ont pas de 
zeros et dont l'amibe n'est pas vide. Dans ces cas l'amibe est trop 
grande (done peu interessante) et le Theoreme 13 . 21 est faux. 

6 Une preuve directe de ceci n'utilisant pas le langage des amibes m'a ete signalee par 
Michel Balazard. 



15 



4 k-convexite selon Henriques. 



Dans cette section on va faire quelques remarques autour de la notion 
de /c-convexite pour un ouvert d'un espace affine reel telle qu'elle a ete 
introduite dans [Jy, auquel on renvoie pour toutes les definitions, les details 
techniques et tous les resultats que Ton evoquera dans la suite, en particulier 
en ce qui concerne le complexe des chaines polyedrales. 

Si / 1 C R n est un ouvert, on note pl C,(X) le complexe des chaines 
polyedrales de X, il est obtenu comme le quotient du complexe A C,(X) 
de chaines lineaires par morceaux de X modulo la relation ~ d'equivalence 
geometrique de ces chaines. Si a = Y^j=i ^j a j e pl Ck(X), avec Aj ^ pour 
tout j et c = [a]^ € A Ck(X), on rappelle que le support Supp a de a est 
l'union des images des chaines aj qui apparaissent dans l'expression de a et 
que 



ce dernier etant bien defini en vertu du Lemme 2.4 dans 6 . On rappelle 
aussi que l'homologie du complexe A C,(X) est isomorphe a l'homologie 
singuliere de X, (j6j Lemme 2.2), done dans toute question de /c-convexite 
pour un ouvert X d'un espace affine reel, on pourra utiliser l'homologie du 
complexe A C,(X) au lieu de celui des chaines singulieres de X. 

Le terme k-convexite n'est pas nouveau en Mathematiques, il existe en 
fait en analyse complexe de plusieurs variables ainsi qu'en analyse fonc- 
tionnelle. Neanmoins ces notions analytiques ne ressemblent pas a la no- 
tion presentee par Henriques, qui me parait quand meme assez nouvelle. 
On mentionne d'ailleurs que Mikalkhin ^U] a introduit, sous le meme nom 
de /c-convexite, une notion plus forte que celle d'Henriques. 

II faut remarquer que, si k € N est fixe, la /c-convexite dans M. n ne 
devient interessante que pour n ^ k + 2, sinon tout sous-ensemble de W 1 
est /c-convexe. Des simples exemples sont le complementaire d'une union 
finie de droites dans M 3 , qui est 1-convexe mais qu'il n'est pas 0-convexe 
et, plus en general, le complementaire d'une union finie de fc-sous-espaces 
affines dans M fc+2 , qui est /c-convexe mais il n'est pas i'-convexe, pour I < k. 
Par contre, le complementaire d'un ensemble fini de points dans M 3 n'est 
pas 0-convexe, ni 1-convexe (mais il est trivialement 2-convexe). 

La "faiblesse" de la notion de /c-convexite croit avec k. 

Lemme 4.1 Soit X C 1" un sous-ensemble non vide et soit k € N. Alors, 
si X est k-convexe, il est aussi (k + l)-convexe. 

Demonstration. On suppose par l'absurde que X soit /c-convexe mais qu'il 
ne soit pas (k + l)-convexe. II existe done un {k + 2)-sous-espace affine 

7 Un autre exemple assez explicatif d'un tel sous-ensemble m'a ete signale par Mikael 
Passare, il s'agit du complementaire d'une "tour Eiffel" dans R 3 . 




T ' 



'CT 
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orient^ S de W 1 qui rencontre X et il existe aussi une classe non nulle c 
dans H£ +1 (S PI X, Z) dont l'image, (sous le morphisme induit par l'inclu- 

sion), dans H k +i{X,Z) est nulle. Soit alors a un (A; + l)-cycle non negatif 
dans SnI qui represente la classe c et S' est un (fc + l)-sous espace affine 
oriente de S tel que l'intersection a' := S' H a soit un fc-cycle non negatif 
et non nul contenu dans S' HX, (un tel sous-espace existe car autrement a 
representerait la classe nulle de H^ +1 (S fl X, Z)). Puisque a represente la 
classe nulle dans H k+ i(X, Z), on deduit que a 1 represente la classe nulle 
dans H k (X,Z), ce qui est contraire a la fc-convexite de X. □ 

On termine la section par le lemme suivant. 

Lemme 4.2 Soit p : W 1 — > M n un isomorphisme d'espaces affines qui 
preserve V orientation. Alors si X C W 1 est k-convexe, (p(X) Vest. 

Demonstration. Si X = il n'y a rien a montrer. Sinon, la restriction de ip 
a X induit un homeomorphisme de X sur <p{X) done un isomorphisme en 
homologie reduite if* : H,(X) — > H,(ip(X)). En outre, comme (p preserve 
l'orientation, pour tout (/c+l)-sous-espace affine oriente S de W 1 qui rencon- 
tre X, <p(S) est un sous-espace affine de M. n qui est isomorphe a S, en tant 
qu'espace affine reel oriente, et qui rencontre <p{X) ; d'autre part, tout (fc+1)- 
sous-espace affine oriente de W 1 qui rencontre p(X) est de la forme </?(£) 
pour un unique S. Enfin, pour tout (k + l)-sous-espace affine S de M. n qui 
rencontre X et tout x G S \ X, l'isomorphisme p induit un isomorphisme 

p*:Z = H k (S\ {x}) — . H k (<p(S) \ {p(x)}) = Z 

qui, comme on le voit facilement, n'est rien d'autre que l'isomorphisme iden- 
tite. On peut done conclure la demonstration, en fait, pour tout (k+ l)-sous- 
espace affine oriente S de W 1 qui rencontre X et tout x G S \ X, 

h+(p(S) n p{x)) \ {0} = p*(Ht(S n x) \ {o}) 

et de plus le diagramme suivant 

H k (p(S)np(X)) > H k (p(S)\W(x)}) 




H k (SnX) > H k (S\{x}) = Z 

(ou les fleches horizontales sont induites par l'inclusion), est commutatif. □ 

5 Le complementaire de l'amibe. 

Dans cette section on demontre un resultat sur le complementaire Tp 
de l'amibe d'un SSE F a frequences reelles qui constitue le pendant du 
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Theoreme 11.11 Pour cela, on aura besoin d'une hypothese geometrique sur 
les frequences de F, a savoir l'hypothese que l'ensemble des spectres de F 
soit fermes. 



Theoreme 5.1 Soit F C 5* K „ un SSE dont l'ensemble des spectres est 
ferine. Si F est constitue par (k + 1) sommes d'exponentielles, le comple- 
mentaire Tp de I'amibe de F est un sous-ensemble k-convexe de M. n . 

Demonstration. L'ensemble des spectres de F est ferme done Tp = 
et, pour tout x £ Ch Ep, le SSE F x est regulier. Si dimc(affc ^f) < (k+ 1), 
pour tout x £ Ch Hp, on a V(F X ) = , done yp = W 1 qui est evidemment k- 
convexe. Par contre, si dim<c(affc Tp) ^ (k+l), l'ensemble analytique V{F X ) 
est non vide et de codimension (k + 1) dans C n , pour tout x € Ch E.p. On 
conduit la demonstration en trois etapes. 

(i) Si Af C Z n pour tout / G F, I'amibe yp coincide avec I'amibe (au 
sens classique) Ap d'un systeme P de polynomes de Laurent de n variables 
tel que la codimension, dans (C*) n , de l'ensemble algebrique V(P) soit egale 
a (k + 1). Grace au Theoreme 11.11 on peut conclure que yp est A;-convexe 
dans ce cas. 

(ii) On suppose maintenant que A/ C Q n pour tout / G F, et, comme 
dans la demonstration du Corollaire K-i.Hl on peut trouver un automorphisme 
C-lineaire tp de C n tel que detip > 0, ip(R n ) = W 1 et ip{E F ) C Z n . Ainsi, 
avec les memes notations qu'au Lemme ll-i.2| on a 

y F = ^ a {y Fov a) et y c F = y a {yp ov a) 

car l'adjoint ip a de tp est aussi bijectif. En outre, le fait que tp soit un isomor- 
phisme implique que l'ensemble des spectres du systeme F o tp a soit aussi 
ferme, done dimc(affc Tp olfi a) > (k + 1), et codim V(F o tp a ) = (k-\- 1). 

Or, comme Sj? Q „a = tp(Sp) C Z n , la premiere partie de la demonstration 
montre que l'ensemble yp 0(f>a est /c-convexe dans 1" et vu que det tp a > un 
recours au LemmeE21permet de conclure la demonstration dans ce deuxieme 
cas. 

(iii) On passe done au cas general ou Af C M n pour tout / G F. 
Si {lvi, . . . , uj r } est un systeme libre de generateurs de on aura 



f( z ) = a f> ke 



ki {z,ll>i)-\ \-k r (z,ui r ) 



ou i/ C Z r est un sous-ensemble fini et a/^ G C* pour tout k G Af. Pour 
tout j G {1, ... ,r}, soit (u}j£)£gn C Q n une suite convergeante vers uij et, 
pour tout t G N, soit F$ := {/ M G «S n)K | / G F}, oil est la somme 
d'exponentielles donnee par 
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On voit ainsi que, pour tout / £ F, la suite des polytopes (Tm)^^ con- 
verge vers le polytope Tf pour la metrique de Hausdorff; par consequent, 
pour £ assez grand, l'ensemble des spectres du systeme est aussi ferine 
(done est regulier) et dimc(affc T F [i]) ^ (k + 1). Ceci implique que, 
pour £ assez grand, l'ensemble analytique V(.F^) est non vide et de codi- 
mension (fc+1) dans C n . D'autre part, pour tout / E F, le support de est 
contenu dans Q n , done, en vertu de la deuxieme partie de la demonstration, 
on sait que pour £ assez grand, l'ensemble ypyt] est &-convexe. 

De fagon analogue, pour tout % € Ch Ep et tout £ G N, on peut 
dehnir et puisque, pour tout \ £ Ch 3_p, tout £ € N et tout f & F, 

on a Aj[£] = ^ C Q n , on peut egalement conclure que, pour tout car- 
actere x G Ch et pour £ assez grand, l'ensemble yf , m est /c-convexe. 

Les hypotheses F ^ {0} et 3^f 7^ impliquent l'existence d'un (/c + 1)- 
sous-espace afhne oriente S de W 1 tel que / Sfl 7^ Soit S un 
tel sous-espace afhne (d'espace vectoriel sous-jacent E$) et supposons, par 
l'absurde, qu'il existe une classe 7 € //^(S'fl^) \{0} dont l'image est nulle 
sous le morphisme 

i:H k (sny c F )^H k {y c F ) 

induit par l'inclusion ; il s'agit de montrer que l'existence d'un tel element 
conduit a une contradiction. On choisit pour cela un representant c de 7 
dans le groupe C^(S n yp) (e'est-a-dire un fc-cycle afhne par morceaux de 
l'ouvert Scyp de l'espace afhne (/c+l)-dimensionnel S) ; grace au Lemme 2.7 
de |0j, il existe une unique (k + l)-chaine afhne par morceaux C de C^ +1 (S) 
(dependant de c) telle que dC = c et l'hypothese que la classe d'homologie 
de c dans S D yp soit non nulle equivaut (pour le meme Lemme 2.7 de a 
ce que le support de C ne soit pas inclus dans yp ; il existe done un caractere 
Xo de tel que le support de C n'est pas inclus dans S n (ReV(F Xo )) c . 
En outre, comme Supp c C yp, on voit que la classe nulle de H^iyp) peut 
etre representee par le cycle c, done il existe un element D 6 C£, i(yp), tel 
que dD = c dans yp. 

On admet pour l'instant qu'il existe L S N tel que pour tout £ ^ L on a 

Supp c u Supp d c y c (Fx)W , (*) x 

pour tout x £ Ch Hf, done, pour £ ^ L, la relation (*) Xo implique que c 
represente une classe d'homologie "f Xo! e de H k (S ny^ F > M ) dont l'image est 
nulle sous le morphisme 

if. H k (Sn yi Fxo )[i\) — ► ^fc(^(F Xo )w) ' 

induit par l'inclusion. En outre, l'hypothese 7 E H^(S D 3^?) implique que, 
si £ ^ L, on a 7 Xo ,^ G H£(S fl 3^ ^])- En fait si, pour £ > L et x appar- 
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tenant S \ y?„ v x denote le generateur standard du groupe de coho- 
mologie de de Rham H% R (S \ {x}), 

fe j=0 II s II 

(>ffc etant le volume £;-dimensionnel de la sphere A;-dimensionnelle) , on a 

v x > lorsque x G Supp C , 

ou alors 

v x = lorsque x £ Supp C . 

Si Ton change de representant pour j Xot g, il est facile de voir (par le theoreme 
de Stokes) qu'aucune des deux integrates ci-dessus peut devenir negative, 
done, grace au Lemme 3.2 de .6 , si I ^ L, la classe j Xo: e est non negative 
dans HdS n y?„ , rfl ), d'autre part, si ^ ^ L, la fc-convexite de y?„ , H1 

implique que 7 Xo ,^ represente la classe nulle dans le groupe H^S ny? p , [£] ), 
soit Supp C C V c )M . 

La contradiction attendue viendra alors du fait que Ton sait que le sup- 
port de C n'est pas inclus dans S n Re (V (F Xo )) c . En fait on peut trou- 
ver un point x G S fl Re(V(F Xo )) qui appartient aussi a l'interieure relatif 
de Supp C, done il existe un voisinage W de x tel que WdS soit entierement 
contenu dans Supp C. Si y G M n est tel que x + iy G y(i ? Xo ), l'intersection 
de F(F Xo ) avec 

[/ := 5 + i(y + , 

constitue un ensemble analytique discret dans C n . Soit done B dans C n 
une boule ouverte de centre x + iy qui ne contient pas d'autres points 
de V(F Xo ) C\U. Pour £ assez grand, Pensemble analytique V((F Xo )^) DU est 
aussi discret et, dans ce cas, la version en plusieurs variables du theoreme de 
Rouche assure que cet ensemble admet dans B le meme nombre d'elements 
que V(F Xo ) n U y admet, soit un seul element, que Ton note X£ + iyg. 

II est clair que la suite des points X£+iy£ tend vers x+iy et, en particulier, 
que les points de la suite (xi) appartiennent a W fl S, pour I assez grand. 
Mais alors on a trouve la contradiction attendue, car, pour i assez grand, on 
a d'une part xi G y^p x )M et d'autre part xi G W fl S C Supp C C 3^ 

Pour terminer la demonstration, il nous reste a prouver qu'il existe L G N 
tel que, pour tout £ > L, la relation (*) x est verifiee pour tout x £ Ch "Bp. 
On commence par remarquer qu'il existe un nombre fini m de boules fermees 
B(x s ,e Xs ), 1 ^ s < to, telles que 

m 

Supp cU Supp D C |J B(sc a ,e x .) C ^ . 

3=1 



20 



II suffit de montrer que, pour chaque 1 < s < m, il existe un l s G N tel que, 
pour tout entier I > l s , on ait 

b(x„e Xs ) c y c {Fx)W , 

pour tout % £ et prendre en suite L := max{Z s | 1 ^ s < m}. On prouve 
ceci par l'absurde ; on suppose que pour un certain s, 1 < s < m, il existe un 
une suite strictement croissante (£ q ) C N et une suite (x<j) C Ch Hp telles 
que 

B{x s ,e Xs ) ny (J?xi) [«,i / 0- 

Comme, pour tout g e N, = Re V"((F X9 )['«1) , on deduit l'existence 

d'une suite de points £ q de B(x 8 , e Xs ) et d'une suite de points rj q de M. n tels 
que, pour tout f £ F et tout g G N, on ait 

0x^(6, + = o, 

soit 

(fx q f q] (t q ) = 0, 

oil, pour tout q G N, x g := Xg K gi K <j designant le caractere de £p donne, 
pour 1 < j r, par K q (ujj) = e l ^ Vq ' UJj ' £ "K Par compacite de B(x s ,e Xs ) 
et de Ch Hp, on extrait une sous-suite (£ 9r ) et une sous-suite (xg r ) con- 
vergeantes respectivement vers un point £ de la boule B(x s ,e Xs ) et un car- 
actere x de Ch Hp ; en passant a la limite, on a done, pour tout / € F, 

= r |im(/x Br ) [ ^ I (^) = /x(0. 
ce qui est absurde, vu que £ £ B(x s ,e Xs ) C yp. □ 

Je remercie mon directeur de these, Alain Yger, pour le support qu'il m'a 
temoigne pendant la preparation de cet article, ainsi que Michel Balazard 
et Mikael Passare pour les exemples fournis. 
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